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ERROR ANALYSIS OF LOGARITHMIC PROBLEMS: CAUSES
AND ERROR TYPES
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Abstract: In our research, we investigated how we can categorise the errors made by first-year
university students in logarithmic tasks. We conducted a survey among first-year engineering
students of computer science and logistics engineering at Neumann Janos University. A short self-
made test was used for the research. Logarithmic errors were categorized into classes based on a
two-dimensional categorization, the type of error and its possible source. We found that the two-
dimensional categorization was able to classify most of the typical logarithmic errors listed in the
literature, as well as new errors. As a result of our investigation, it became clear that it is not
possible to categorise the types of occurring errors without identifying the underlying sources of
these errors. As a general suggestion for similar studies, it is worthwhile to use multidimensional
categorization, where one aspect tries to reveal the underlying source or problem solving strategy
in addition to the visible error type.
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1. Bevezetés

A logaritmus hasznélata megkerilhetetlen a természettudomanyos vagy kozgazdasagi tanulmanyokat
folytatd didkok szdmara. A logaritmus szdmos terileten hasznos és széles korben alkalmazhatd,
példaul a pH-értékek kiszdmitasahoz, a grafikonok logaritmikus skalazasahoz, az adattémaoritésben,
kamatlabak meghatarozasahoz stb.

A diakok kiilonbozé matematikai kompetenciakkal érkeznek az egyetemre. A logaritmus hasznalata
tipikusan olyan teriilet, ahol a beérkezd hallgatok képességei kozott nagy kiilonbségek vannak. Eddig
a bevezetd matematika kurzusok célja az volt, hogy kisimitsak az egyes didkok kozotti kiilonbségeket,
azokon a tertilleteken, amelyekre az egyetemi matematika épitene. Mivel 2024-t61 a Magyarorszagon
kozépszinten érettségizOk kotelezd tananyagdban mar csak a logaritmus definicidja szerepel, a
2024/25-6s tanévt6l kezd6dden a logaritmus tanitasa nagyobb figyelmet igényel.

A logaritmus fogalmanak megértése szdmos nehézséget okoz, ahogyan azt tobb kutatd is
megallapitotta (Chua & Wood, 2005; Kelecsényi et al., 2023; Kenney & Kastberg, 2013; Mulgueeny,
2012; Weber, 2016; Williams, 2011). A szokasos tankonyvek hagyomanyosan Euler indirekt
definicidja alapjan mutatjak be a logaritmust:

Egy kifejezés adott bazishoz tartozo logaritmusat ugy definialjak, mint azt a kitevot, amelyre a bazist

emelni kell ahhoz, hogy az adott kifejezést megkapjuk, azaz log.(b) = ¢ pontosan akkor, ha a® = b.

A definicio nem koveti a fogalom torténeti és ismeretelmeleti fejlodését, igy ez a didkok szamara
azonnal hozzaférhetetlenné teszi a fogalom megértését. Ugy gondoljuk, hogy a tanuldk altal elkdvetett
hibak vizsgalata hasznos mddszer lehet arra, hogy megértsiik ezen nehézségek forrasat.




Logaritmusos feladatok hibaanalizise, okok és hibatipusok 113

A hibaanalizis hatékony eszkdz lehet mind az oktatok, mind a kutatdk szdméra. Segitségével
megjosolhatok a hallgatok altal elkovetett késobbi hibak, megmagyarazhatok, hogy a hallgatok
hogyan és miért kovetik el oket és segitség a tanitasunk soran a téves elképzelések feloldasaban
(Olivier, 1989). Az elkovetett hibak alapjan tudunk kdvetkeztetni az érintett kognitiv strukturara, vagy
adott esetben a strukturaban rejlé hidnyossagra.

A hallgatdk logaritmusos feladatok megoldasa kdzben elkdvetett hibaiban gyakran latunk kdzos
mintat. A szakirodalomban a matematikai feladatok soran elkovetett hibak tipusa szerinti
osztalyozasra jo keretrendszer taldlhat6 Movshovitz-Hadar és térsai (1987) munkéjaban. A hibak
lehetséges forrasainak Kkategorizalasara és magyarazatara azonban nem talaltunk j6 példat. Igy a
kutatasi kérdésiink a kovetkezo:

Hogyan tudjuk kategorizalni az els6éves egyetemista hallgatok altal a logaritmusos feladatok esetében
elkovetett hibak tipusat és a hibak lehetséges okait figyelembe véve?

Vizsgalatunk  eredményeként  megprobaljuk  kategorizalni az  els6ééves  egyetemistak
logaritmusfeladatoknal elkovetett hibait egy kétdimenzids kategorizalas alapjan, a hibak tipusanak és
lehetséges forrasainak osztalyozasaval.

2. lrodalmi attekintés

Matematikai feladatmegoldasban elkdvetett hibak osztalyozasara és csoportositasara tettek Kisérletet
Movshovitz-Hadar és mtsai (1987), azaz altalanos hibatipusokat adtak meg. Ebben az esetben a
kérdéskort a matematika didaktika szemszogébdl kozelitjiik meg. Movshovitz-Hadar és mtsai (1987) a
matematikai feladatmegoldéas kdzben elkdvetett hibakat 6 kategdridba soroltdk tipusuk szerint: (i)
helyteleniil hasznalt adatok, (ii) értelmezésbdl eredé hibak, (iii) logikailag helytelen kovetkeztetések,
(iv) helytelen definicio- vagy tételhasznalat, (v) ellenérizetlen megoldas és (vi) technikai hibak.
Kdzépiskolasok korében logaritmussal kapcsolatos hibaanalizissel néhany tanulmany foglalkozott
(Ganesan és Dindyal, 2014; Rafi és Retnawati, 2018) Movshovitz-Hadar és mtsai (1987) munkajara
épitve. Ezekben a tanulmanyokban a logaritmusos feladatokban elkdvetett hibak mindig csak tipus
szerint voltak csoportositva. Ganesan és Dindyal (2014) a fenti 6 kategoridbol négyet azonositott: (i)
helyteleniil hasznalt adatok, (iv) helytelen definicié vagy tétel hasznalat, (v) ellendrizetlen megoldas és
(vi) technikai hibak. Késébb Rafi és Retnawati (2018) megerdsitették az eredményeiket.

A masik megkozelités szerint a hibak kategorizalasanak lehet6sége magabdl a matematikabol
szarmazik. Olivier (1989) néhany feladatmegoldas kézbeni téves elképzelést és annak forrasat mutatta
be, azaz A&ltaldnos okokat keresett. Hibaanalizissel kapcsolatos munkak kozul Kkifejezetten
logaritmussal foglalkozik Chua és Wood (2005), akik a logaritmus megértési szintjeit adtak meg és a
hibak gyakori okéat kategorizaltak. Egy logaritmusos hibaanalizishez tartoz6 elméleti keretet Chua és
Wood (2005) adott meg. Hibaforrasként a kovetkez6 harom okot jel6lték meg: (i) fogalmak, szabalyok
¢és eldfeltételek hianyos elsajatitasabol eredd hibdk, (i) a tulzott altaldnositasbdl eredd hibak, (iii)
egyéb (megfejthetetlen hibak, hibds szamtani szamitasbol eredd hibak, hibés algebrai manipulaciok,
talalgatasbol eredd hibak és olvashatatlan kéziras).

Tovabbi cikkek a didkok logaritmussal kapcsolatos megértési szintjeit azonositottak, emellett a hibakat
felsoroltak. Hoon és mtsai (2010) részletes, 15 hibat tartalmazo listat adtak az egyes kategdriakhoz,
felsoroltak az olyan téves elképzelésekkel kapcsolatos hibakat, mint az antilogaritmus és a logaritmus
azonossagok, valamint a miveletekkel kapcsolatos hibakat, mint a helytelen bazisvaltas vagy a
logaritmus elhagyésa.

De Gracia (2016) 15 alternativ elképzelést sorolt fel a matematikabol kiemelkeddek, illetve
fejlesztésre szoruld kozépiskolasok korében, amelyek szisztematikus hibakat okoznak az
exponencialis és logaritmusfeladatok megoldéasaban. Ezen kategéridk kozil kilenc a logaritmusra
vonatkozik. lde tartozik az antilogaritmusrol alkotott téves elképzelés; a logaritmus helytelen atirasa
exponencialis alakra és forditva; a logaritmus azonossagok; a logaritmus inverzének és kolcsdndsen
egyértelmuiiségének helytelen haszndlata; és a logaritmikus jelolés egyszerii torlése vagy a logaritmus
valtozokent valo kezelése.
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Mas kutatok problémamegoldd stratégidkat probaltak megadni, emellett {6 hibacsoportokat
azonositottak. Aziz és mtsai (2017) azonositottak a foiskolai hallgatok altal hasznalt leggyakoribb
hibakat ¢és stratégiakat logaritmikus feladatok megoldasa soran. A kovetkezd stratégiakat
azonositottak, amelyeket a hallgatok logaritmusprobléméak megoldésa soran hasznalnak, mint példaul
(i) a logaritmus alapjanak atalakitésa, (ii) a logaritmus szamolasi folyamatként valé értelmezése (iii) a
részszamitasok kihagyasa, (iv) csak egyes részszamitasok elvégzése és (v) kikotések ellendrzése. A
hibak {6 forrasat a tanulok logaritmusfogalmanak rugalmatlansaga, a szamtani szamolasi hibak és a
korabbi algebrai fogalmak helytelen hasznalata okozta. A hibak 4 tipusat azonositottak, ugymint (i) a
logaritmus definicidjaval, (ii) a szimbolikus manipulaciéval, (iii) a logaritmusos egyenletekkel és (iv)
a logaritmus grafikonjaval és a logaritmus-fliggvénnyel kapcsolatos hibak.

3. Elméleti keretrendszer

Olivier kilonbséget tesz a csuszasok, a hibak és a téves elképzelések kozott. A csiszasokat a
feldolgozasbol adodd figyelmetlenség eredményeiként azonositja. Ezek nem szisztematikusak,
konnyen felismerheték és korrigalhatok. Ezzel szemben a hibak a tervezésbdl adodnak, €s
rendszeresen, azonos helyzetekben jelennek meg. A hibak a téves elképzelések jelei, mivel a mogottes
kognitiv struktiraban 1évé szisztematikus fogalmi hibakban gyokereznek (Olivier, 1989).

Ezért el6szor kivalogattuk a figyelmetlenségbdl eredé hibakat, melyeket Olivier utan csuszasoknak
neveziink. Ezek okait nem kerestiik, mivel a meglévé informaciok alapjan nem megadhatok. Ilyen
hibak tipikusan a masolasi hibak, példaul a feladatban megadott 1/3 szorzotényezd helyén 1/2 szerepel
a hallgato6 feladatmegoldasaban.

A hiba analizislink egyik alapjat Movshovitz-Hadar, Zaslavsky és Inbar (Movshovitz-Hadar és mtsai,
1987) kategorizalasa adja. Az altalunk hasznalt logaritmusos feladat jellegéb6l adoddéan csak 4
kategoria jelenik meg a Movshovitz-Hadar-féle 6 kateg6riabdl. Ezek a (i) helytelentl hasznélt
adatok, (ii) az értelmezésbdl eredé hibak, (iv) a helytelen definicio- vagy tételhasznalat és (vi) a
technikai hibak. Ezeket a kategoridkat nevezzik mi hibatipusoknak.

A helytelendl felhasznélt adatok olyan helyzetekre vonatkoznak, amikor a feladatban megadott és a
tanuldk altal hasznalt adatok kozdott eltérés van. llyen hiba, amikor olyan informaci6t tekint adottnak a
feladatmegoldd, ami nem volt megadva, és nem is kovetkezett a megadottakb6l; a megoldéashoz
szlikséges adat figyelmen kivil hagyasa és a hiany kompenzéalasa irrelevans adat hozzaadasaval; olyan
mennyiség kiszamitasa, ami felesleges; egy fogalom olyan tulajdonsaggal valo felruhdzasa, amely
nem az 6 sajatja. A szerzok az informaciok helytelen mésoldsdbdl ereddé hibdkat is ideszamitottak,
ezeket azonban mi csuszéasként kodoltuk.

Az értelmezésbdl eredé hibak azok a matematikai hibak, amelyek az egyik (esetleg szimbolikus)
nyelven leirt matematikai tények egy masik (esetleg szimbolikus) nyelvre torténd helytelen
forditasabol adddnak. llyen hiba a helytelendl leforditott kifejezésekkel kapcsolatos hibak (természetes
nyelvbdl matematikai nyelvre) vagy a helytelen matematikai formalizmus hasznalata, azaz egy
matematikai fogalom jel6lése egy olyan szimbdlummal, amit mas matematikai fogalomra hasznalunk.

A helytelen definicio- vagy tételhasznalat egy adott definicio vagy tétel torzitasabol eredd hibakat
jeloli. llyen hiba egy tételnek a feltételeken kivili alkalmazasa. Példaul a disztributiv tulajdonsag
alkalmazésa egy nem-disztributiv fliggvény vagy miivelet esetében. Egy definicio vagy tétel helytelen
felidézése szintén ebbe a kategoriaba tartozik.

A technikai hibak az elemi matematikai fogalmakkal kapcsolatos szamitasi hibakra, valamint az
elemi algebrai szimbolumokkal valé manipulécidkra, példaul a zar6jelek elhagyasara vonatkoznak.

A hibatipusok mellett egy masodik elemzési dimenziot is alkalmaztunk, nevezetesen megprébaltuk
feltarni a hibak lehetséges okait is. Olivier (1989) szerint a hibak gyakran azért fordulnak eld, mert a
tanulok megprébaljak kordbbi tudasukat egy Uj helyzetben alkalmazni. Bar a kordbbi sémak (az
egymassal Osszefiiggd elképzelések egysége) alkalmazasa tdmogathatja az 11 ismeretek elsajatitasat,
vannak olyan esetek, amikor ezek a korabbi sémak akadalyozzak az Uj fogalom helyes kialakulasat. A
konstruktivista tanulaselméletek szerint a tanulds a tanulok korabbi sémaéi és az (j fogalmak kozotti
kétféle, egymassal Osszefliggd kolcsonhatést foglal magaban, az asszimilaciot és az akkomodaciot.
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Olivier szerint a téves elképzelések gyakran a koradbban ismert fogalmak tulajdonsagainak tdlzott
altalanositasa miatt kdvetkeznek be. A kordbbi sémak sziikséges akkomodacidja helyett az 0j fogalmat
egyszeriien asszimilaljak a korabban meglévo sémakba. Ezen elképzelés szerint az 7ij fogalom
elsajatitasakor a hibak oka a kovetkez6 okok miatt kovetkezhet be: (1) nehézségek magaval az (j
fogalommal kapcsolatban, (2) nehézségek az Uj fogalomnak a tanuld korébbi séméiba val6
beépitésében, (3) kordbbi hibas sémak vagy (4) valamilyen ismeretlen ok. gy négy kategoriat
azonositottunk a hibédk forrasaként. Ezek (i) a fogalom és tulajdonsagainak torzulésa, (ii) a fogalom
korabbi sémak kozé vald beillesztésének a torzuldsa, (iii) a kordbbi hibas sémék és (iv) a nem
beazonosithatd okok.

1. tblazat. A diakok altal elkovetett hibak tipusainak és lehetséges okainak kategorizalasa

Lehetséges Foaalom és Fogalom korabbi
okok tulai dgc])nsé ainak sémak kozé vald Korabbi hibas Nem beazonosithatd
A hibak J g beillesztésének a sémak okok
p - torzulasa .
tipusai torzulasa
Helytelendl

hasznalt adatok

Ertelmezésbol
eredo hibak

Helytelen
definicio- vagy
tételhasznalat

Technikai hibak

Az aldbbi két alfejezetben bemutatjuk a kétdimenzids osztalyozasunk dimenzioit: a hibatipusokat,
illetve a hibak lehetséges okait.

A hibatipusok kategorizalasa, altipusok

A helytelenul hasznalt adatok esetében egy Uj hiba altipussal talalkoztunk, amit szintén ide kédoltunk,
ezek a becslésbol eredd hibak. Ennél az altipusnal a megadott adatokbol nem kovetkezd adatok
hasznélatat latjuk. Az elhagyja a logaritmus altipust is ide soroltuk, mivel a logaritmusnak olyan
tulajdonsagot tulajdonitanak, amely nem a sajatja. Ez az altipus méar korabbi (de Gracia, 2016; Hoon
¢és mtsai, 2010) cikkekben is el6fordult. A tovabbi egyedi hibakat az egyéb hibak altipusba soroltuk.

Az értelmezésbdl eredd hibak esetében kettd, jol elkiiloniiloé altipust azonositottunk be. Az egyik a
formalisan hibas tételhasznalat, a masik a részszamitasok helytelen formalizmusa.

Helytelen definicio- vagy tételhasznélat esetében a definicid hasznalataval kapcsolatos hibakat 3
altipusba soroltuk: definicié torzuldsa, a fogalom hibas értelmezése és egyéb hibak. A hibas
tételhaszndlatnal az Osszeg vagy kiilonbség, illetve a kitevore vonatkozod azonossag helytelen
hasznéalata altipusokat kilonitettik el.

A technikai hibak esetében pedig a szdmolasi hibak, zardjeles hibak és egyéb hibak altipusok jelentek
meg a didkok munkaiban.

A hibdknak ezek az altipusai nyilvanvaldéan nem fedik le az 6sszes lehetOséget, csak erre az elemzésre
jellemzoéek, de elég jo képet adnak a hibak lehetséges altipusairol.

A hibak lehetséges okai

Volume 14, Number 2, 2024



116 Kelecsényi Klara, Osztényiné Krauczi Eva

A lehetséges okok szerint az els6 kategoria a fogalom és tulajdonsagainak torzuldsa. Ebben a
vizsgalatban alapvetéen a logaritmus fogalmaval kapcsolatos hibakat vizsgaltuk. fgy azon hibdk
lehetséges okaként adtuk meg ezt a kategoriat, ahol nem taldltunk kapcsolatot a logaritmussal
kapcsolatos hiba és a korabbi sémak kozott. Itt feltételeztiik, hogy maga a logaritmus fogalménak,
illetve tulajdonséagainak hibas értelmezésével talalkoztunk.

A masodik kategéria a fogalom korabbi sémak kozé vald beillesztésének torzulasa. Olyan hibak
okaként adtuk meg ezt a kategoriat, ahol kordbbi helyes sémak tulaltalanositasa lathaté a logaritmus
fogalmara vagy tulajdonségaira, ahogyan azt Chua és Wood (2005) is emliti. Ez a tdlzott altalanositas
a logaritmus fogalmara és tulajdonsagaira egyarant vonatkozik. Olivier (1989) ezt a tulaltalanositést
azzal magyarazta, hogy a meglévé sémak nem alkalmazkodnak a logaritmus 0j fogalmahoz és
tulajdonsagaihoz, hanem a tanulok egyszeriien csak asszimildljak az 0j informaciét anélkiil, hogy
korabbi sémaik rendszerét atszerveznék (5. 0.). Kovetkezésképpen az algebrai tulajdonsagokra
vonatkozo korabbi sémak alkalmazasa a logaritmus esetében helytelen eredményekhez vezet.

A harmadik kategoria a korabbi hibas sémak hasznalata. Itt a mi vizsgalatunkban az alapmiiveletekkel
kapcsolatos torzuldsok, nyelvi formalizmussal kapcsolatos torzulasok, illetve a feladat jellegébdl
adddoan a kizaras elvének helytelen hasznélata jelentek meg lehetséges okokként. Ez nyilvan nem
jelenti azt, hogy a tanul6k nem rendelkeznek mas, a fogalommal kapcsolatos hibas séméakkal, de az
adott feladat hibas megoldasai csak ezeket a kategoriakat tartak fel.

A negyedik kategoridba pedig a beazonositatlan okok keriiltek, melyek szamunkra nem felismerhet6ek
vagy tobb ok is lehetett a hibak forrasa.

4. Modszer

Kutatasunk soran teszteltettik hallgatok logaritmus fogalmaval és azonossagaival kapcsolatos
ismereteiket.

Kutatasi minta

A tesztet a Neumann Janos Egyetem GAMF Miiszaki és Informatikai Kar els6 éves, Alapozd
Matematika kotelezé targyat teljesitdé mérndk informatikus és logisztikai mérnok szakos hallgatoi
kozil 156-an oldottdk meg. A felmérés a 2019/20-as tanév 6szi félévében tortént meg. Akkor még
ennek a tantargynak a célja a kozépiskolai matematikai ismeretek atismétlése volt, tobbek kdzott a
logaritmus fogalmanak és tulajdonsagainak felelevenitése is. A hallgatok 6 parhuzamos tankérben,
heti két, 45 perces gyakorlat keretében dolgoztak. A hallgatoknak a masodik dolgozat keretében kellett
a logaritmussal kapcsolatos tudasukrdl szamot adni, igy arra kértiik a hallgatokat, hogy egy extra
feladatot oldjanak meg, amit a hibaanalizishez hasznaltunk. Korilbelul 10 perc alatt kellett
megoldaniuk a feladatot.

A feladatok dsszeallitasa
A feladat 6sszeallitasanal az alabbiakat tartottuk szem elott:
1. A feladat az argumentumok rendezésével megoldhato legyen.

2. A feladatban szerepl6 logaritmusos kifejezések rendezéséhez a logaritmus
azonossagok hasznalatat ne lehessen megkerilni.

3. A Kkifejezések pontos értékét szamologép nélkil ne lehessen feltétlentl kiszamolni.
4. Rovid legyen, mert be kellett illeszteni a kurzus keretei k6zé.

Technikai okokbol négy csoport ugyanazt a feladatot kapta, két csoport pedig egy ettdl kiilonbozo
feladatot. A didkok csak az egyik feladatot oldottak meg. A két feladat a kdvetkezod volt.

Egyik feladat: Allitsa novekvé sorrendbe a kovetkezd kifejezéseket szamologép hasznalata nélkiil!

1 1
logs7 + log;2; logs17 — logs2; 2 *logs2; Elog325— §I0538
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Maésik feladat: Kosse ossze a kifejezéseket a szamegyenesen megjeldlt negy érték kozil a
megfeleldvel! Szamologép hasznalata nélkiil oldja meg a feladatot!

1 27 3 1 1
logs 30 —logs 6; 3 log; 25 log; 5 2log; 5 log; 5+ 3 log; 25
-2 0 1 2

Az adatok feldolgozasa

Osszesen, a kurzuson részt vevé 173 hallgatobol 156 oldotta meg valamelyik feladatot. Minden
megoldast felhasznaltunk a kategorizalashoz. A kategorizalast a szerzok egymastol fiiggetleniil
végezték.

Az eredményeket addig finomitottuk, amig kézos megallapodasra nem jutottunk. Az eredmények
fejezetben példakat talalunk arra, hogyan tortént a kategorizalas.

5. Eredmenyek

Ebben a fejezetben a diakoktol kapott 156 megoldasban talalhatd hibak kategorizalasat mutatjuk be.
El6szor a felmérésben tapasztalt hibak eloszlasat mutatjuk be. A 156 hallgatd 0sszesen 96 hibat vétett.
Emellett 9 csuszast talaltunk, amit a hibaclemzésbdl kivettiink. A 4 hibatipus, amit a Movshovitz-
Hadar 6 kategoriajabol hasznaltunk a helyteleniil hasznalt adatok, az értelmezésbdl eredé hibak, a
helytelen definicio- vagy tételhasznalatbol ered6 hibak és a technikai hibak. Ezekhez a hibatipusokhoz
tartozd gyakorisagok (aranyok) rendre a kovetkezok: 25 (26,04%), 9 (9,37%), 41 (42,71%) és 21
(21,88%). Az okok hibatipusokon bellili eloszlasat az 1.a dbra tartalmazza.

50
40
30
20 I —
o
0
Helyteleniil hasznalt Ertelmezéshdl eredd  Helytelen definicio Technikai hibak

adatok hibak vagy tétel hasznalat

B Nem beazonosithato okok
Korabbi hibas semak
m Fogalom korabbi semak kozé valo beillesztésének a torzulasa

B Fogalom és tulajdonsagainak torzulasa

1.a &bra. A hibatipusok eloszlasa és a hibak okainak a hibatipusokon belili eloszlasa

Legnagyobb ardnyban az eltorzult definicio- vagy tételhasznalatbol eredé hibak fordultak eld,
Osszesen 41 darab. A vizsgalatukban jél elkulondltek a logaritmus fogalméaval kapcsolatos hibak, és a
logaritmussal kapcsolatos tételek hasznalatabol adddé hibdk, melyekbdl rendre 9 és 32 volt. A
definicio torzulasabol eredd hibak esetében 3 a fogalom és tulajdonsagainak torzuldsabol, 3 a fogalom
korabbi sémak koze valo beillesztesének torzulasabol valamint 3 beazonositatlan okbél szarmazott.
Az eltorzult tételhasznalatbol eredd hibak esetében az Osszegre vagy kiilonbségre vonatkozo
azonossag haszndlata 26 esetben volt helytelen. 3 esetben maga a tételhasznalat torzult, 23 esetben
pedig a korabbi sémak kozé valo beillesztés. A kitevore vonatkoz6 azonossag helytelen haszndlata 6
esetben fordult el6. Ebbdl 5 hiba forrasa a fogalom korabbi sémak kozé valo beillesztésének torzulasa,
1 pedig beazonositatlan ok.

A masodik legnépesebb hibatipus a helytelenil hasznalt adatok kategéridja 25 hibaval. Ezen
kategdrian belill talaltunk egy 0j hibacsoportot, a becslésbdl eredd hibak csoportjat. 4 beazonositatlan
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okbol ered¢ ilyen hibat talaltunk. A becslésbdl eredd hibak vizsgalata tovabbi kutatast igényelne. Ilyen
tipust hibat kordbbi kutatdsok sordn nem azonositottak. Keérdéses, hogy itt csupdn a feladat
megfogalmazésa miatt jelent meg ez a hibatipus, vagy altalanosabb jelenséggel van dolgunk. 9 hibat
kodoltunk az elhagyja a logaritmust kategéridba. Ezek kozul 4 hiba tartozik fogalom és
tulajdonségainak torzulasa, 4 hiba a fogalom korabbi séméak kozé vald beillesztésének torzuldsa, 1
pedig beazonositatlan ok kategoriaba. Az egyéb hibak kéz¢é 12 hibat soroltunk. Mind a 4 ok eléfordult
forrasként, rendre 5, 1, 2 és 4 darab. Meglepd egyedi hibakat talaltunk ebben a kategoriaban, melyeket
részletesen egy késobbi cikkben szeretnénk bemutatni.

A harmadik csoport, a technikai hibak csoportja 21 hibat tartalmaz. 13 szamolasi hibat talaltunk, ebbol
9 forrasa a korabbi hibas séméak hasznalata volt, 4 pedig beazonosithatatlan okbdl tértént. Tovabbi 6
esetben zarojel hianyat tapasztaltuk. 2 egyéb hiba forrasa a fogalom korabbi sémak kozé vald
beillesztésének torzulasa és beazonositatlan ok volt.

Az értelmezésbol eredd hibak szama 9 volt. Ezek megoszlasa a kovetkezd: 5 formalisan hibas
tételhasznalat, 4 pedig a részszamitasok helytelen formalizmusa. Mind a 9 a korabbi hibas sémak
alkalmazasara vezethet6 vissza.

A hibak okok szerinti eloszlasa a 4 kategoria szerint a fogalom és tulajdonsagainak torzulasa, a
fogalom korabbi séméak kozé valé beillesztésének torzuldsa, a korabbi hibads sémék és a
beazonosithatatlan okok. Ezek rendre a kovetkezd gyakorisagokkal fordultak elé: 15 (15,63%), 37
(38,54%), 26 (27,08%) és 18 (18,75%). Az interju hianyanak tudhat6 be a beazonosithatatlan okok
nagy aranya. A hibak eloszlasat tipus és okok szempontjabol a 2. tablazat tartalmazza. A lehetséges
okokon belili hibatipusok eloszlasat az 1.b abra tartalmazza.

40

30

20

5 I — I
Fogalom és Fogalom korabbi Korabbi hibas semak Nem beazonosithato
tulajdonsagainak semak kozé valo okok
torzuldsa beillesztésének a
torzuldsa

m Helyteleniil hasznalt adatok m Ertelmezéshél eredd hibak

Helytelen definicio vagy tétel hasznalat m Technikai hibak

1.b &bra. A hibaokok eloszlasa és a hibak tipusainak a hibaokokon beldli eloszlasa

2. tablazat. A hibak tipusainak és okainak eloszlasa

Cslszasok 9
Fogalom
Lehetseges Fogéaslom séﬁgzikgzé
okok : . Korabbi Nem beazono- | @ | &
S tulajdon- valé SR o, 2 |8
A hi . . , hibas sémak sithato okok N | N
. ) saganak beilleszté-
tipusai ) ,
torzulasa sének a
torzulasa
A definicié 3 3
torzulasa
Helytelen A thgt;)a}lom 3 3
definicié . ibas,
értelmezése
41
Egyéb 3 3
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Osszeg vagy 3 23 26
Helytelen kilénbség
tétel . 5 1 5
Kitevo
4 4 |25
Becslési hiba
Helytelendl
hasznalt _ 7 7 . 5
adatok Elhagyja a
logaritmust
Egyéb hiba 5 1 2 4 12
Formalisan 5 5 9
- rtel ) hibas
Er'Ee Mezes- tételhasznalat
bél eredd - —
hibak Részszamita- 4 4
sok hibas
formalizmusa
amolasi hi 9 4 13 ] 21
Technikai Szamolasi hiba
hibak Zardjeles hiba 6 6
Egyéb hiba 1 1 5
0ssz 15 37 26 18 96 | 96

A fejezet tovabbi részében a hibak részletes elemzése talalhato.
A helytelendl felhasznalt adatok

Ebbe a kategériaba kddoltuk a becslésbol adodo hibakat, mivel ezekben az esetekben a hallgatd egy
extra adatot adott a feladathoz. Azaz a kiszamitand6 logaritmikus kifejezeéseket a feladatmegoldas
soran a hallgatok jél beazonosithatd médon megbecsulték, azonban a becslés eredménye Iényegesen
eltér a keresett értéktdl. Lehetséges okai ennek a hibanak szamunkra beazonosithatatlan ok volt.
Példaul egy hallgatd az alabb megadott kozelitd értékekkel dolgozott:

1

2 log;7 =~ %;Eog38 ~ 2;logz17 =~ 2,5;log;25 =~ 3

log;2 %é;Eog;;ll =
Talaltunk egy hibacsoportot, amelyet az “elhagyja a logaritmust” névvel kodoltunk. Ezt a hibatipust
méas kutatdk is azonositottak (de Gracia, 2016; Hoon és mtsai, 2010). Ebbe a csoportba azokat a
hibakat soroltuk, melyek esetében lathat6, hogy nem a logaritmus definicidjat akarja hasznalni a
feladat megoldoja, mégis a szamolas egy pontjan eltlinik a logaritmus. Ekkor az egyik lehetséges ok a
fogalom és tulajdonsdgainak torzulasa, nevezetesen a logaritmus fliggvény monotonitasa miatt a
logaritmusos kifejezések rendezéséhez “elég az argumentumokat rendezni” elv torzult. Példaul ez
lathat6 az alabbi megoldasban a 2.a abréan.
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2.a abra. A logaritmus tulajdonsagainak torzulasa 2.b &bra. A korébbi sémak tulaltalanositasa
miatt elhagyja a logaritmust miatt hagyja el a logaritmust

Masik lehetséges ok a fogalom koradbbi sémak kozé valé beillesztésének torzuldsa. Azon hibak
esetében, ahol ezt az okot jel6ltik meg forrasnak, a korabbi sémak logaritmusra val6 tulaltalanositasa
talalhatd. A hallgaték egyszerlsitenek valamilyen formaban a logaritmussal, pedig az adott
szituacidban nem lehetne. A 2.b abran példaul szorzétényezéként kezelik.

A 2.c és d abran pedig teljesen mas modon torténik meg az egyszerlisités. “Ha az argumentum
tartalmazza a logaritmus alapszdmat, akkor azzal egyszerlsithetiink” hibas elv szerint dolgoznak a
hallgatok. Ez arra utal, hogy a logaritmus fogalma a miiveleti sorrend sémaba nem jol épiilt be.
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4)_»13_
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2.d abra. A korabbi sémak talaltalanositasa

2.c dbra. A korabbi sémék tulaltalanositasa miatt ; . .
miatt hagyja el a logaritmust

hagyja el a logaritmust

Emellett abban az esetben, amikor nem sikertlt megtalalnunk a hiba forrasat, a hiba a
beazonosithatatlan ok kategériaba kerdilt.

A harmadik hibacsoport a minden tovabbi, eddig fel nem sorolt hibat egyéb hibak néven tartalmazza.
Itt taldlhat6 extra adat hozzaadasa, illetve fogalmak olyan tulajdonsagokkal valé felruhazasa, melyek
nem ezek sajatjai. Lehetséges okként mind a 4, fent emlitett ok megtalalhato.

]

N 30 o b
Co%5 = \0ys5
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2.e abra. A fogalom és tulajdonségainak
torzuldasabol eredd hibas adat

Az els6 hibaforrasa a fogalom és tulajdonsagainak torzuldsa. Azokat a hibakat kodoltuk ide, melyek
esetében azt feltételezziik, hogy a hibas adat oka a logaritmus fogalméaval, azonossagaival kapcsolatos.
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A 2.¢ dbrén lathat6 példaban a 30 = 6° hibét a logaritmus generalja. A 6 -5 helyett a 6° kifejezés
hasznalatat az indokolja, hogy a kitevoként szerepld 5 a logaritmus esetén szorzotényezové alakul és
igy egyszeriisodik a teljes kifejezés értéke.

A masodik hibaforras a fogalom korabbi sémak kdzé vald beilleszkedésének torzulasa. Példaul a 2. f
abran a hallgatd egyenletként kezeli a logaritmusos kifejezéseket és az argumentumok koz0s
tényezojével leegyszerlsiti, vagyis olyan tulajdonsaggal ruhazza fel a kifejezést, amely nem az 6vé,
tulaltalanositja az egyenletrendezési sémajat logaritmusos kifejezésekre.

28 e ) G o g A Q 7
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2.f dbra. A korabbi sémak talaltalanositasa miatti hibas adat

Talaltunk egy nagyon érdekes hibat, amely a 2.h &bran. A korébbi sémak torzuldsa miatt egy
exponencialis kifejezés értékének meghatarozasahoz lineéris interpolaciot alkalmaz egy hallgato.
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2.h abra. A korabbi hibas sémak miatti hibas adat

Az ertelmezesbol eredo hibak

Az dltaluk vizsgalt hibakban az ebbe a kategoridba tartozo hibak a matematikai nyelvezet hibas
hasznalataként, hibas formalizmusként jelentek meg. Két hibacsoportot killdnbdztettiink meg.
Mindkett6 forrasa a korabbi hibas sémakban, a nyelvi formalizmus torzuldsdban keresendd. Az egyik
hibacsoport formalisan hibas tételhasznalat nevet kapta. Az ilyen hibat tartalmazd megoldasokban a
logaritmusos kifejezések kilénbségére vonatkozd azonossag formalisan rossz hasznalatét tapasztaltuk,
példaul a kovetkezo esetben:

logs30
logs 6

log;30 — log:6 = logs5.

A masik hibacsoport a részszamitasok helytelen formalizmusa. Ezekben a hibdkban az egyenldségjel
jelentése torzul. Azaz nem azt jelenti, hogy a két kifejezés értéke megegyezik, hanem az “én most
szamolok™ jelzésére szolgal, példaul:

EOQE% :% =5 = logsh.

A 3. &bran mindkét hiba egyiittes el6fordulasa lathato.
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3. abra. Kordbbi hibds sémdk miatt értelmezésbél eredé hiba

6. Teéves definicio- vagy tételhasznélat

Egy hibaanalizis sorén altalaban ebbe a kategoriaba tartozik a legtébb hiba. A mi vizsgalatunkban is
ezt tapasztaltuk. Mivel jol szétvaltak a fogalom definiciojaval és a fogalomra vonatkozé tételekkel
kapcsolatos hibak, igy kildn-kiilon elemeztiik 6ket.

crer

exponencialis kifejezéssé vald atirdsa hibas valamilyen modon. A hibak forrasa minden egyes esetben
a fogalom és tulajdonsagainak torzulasa. Egy példa a 4.a abran lathato.
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4.a abra. A definicid torzuldsa

A masodik hibacsoport a fogalom hibas értelmezése. Ebbe a kategoridba azok a hibak tartoznak,
amelyek esetében a definiciot egy korabbi fogalom (nem az exponencidlis) segitségével akarjak atirni.
A hiba forrdsa a fogalom kordbbi sémék kodzé valé beillesztésének torzulasa. Példaul az egyik

dolgozatban 10834 = V2,10g:9 =3, logs 25 = V5 grelmezéssel talalkoztunk, egy mésikban

pedig logs . ¢rtelmezése az volt, hogy az argumentumot harommal kell osztani.
A harmadik hibacsoportba az egyéb hibak keriltek. Ezekben a hibakban a definicié hasznalatra utalé
jelek talalhatok, de az eltorzulasuk oka szdmunkra beazonosithatatlan. Példa a 4.b abran lathato.
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4.b abra. Hibas definicié hasznalat

A tételhasznalattal kapcsolatos hibak esetében az els§ hibacsoport az Osszegre vagy kiilonbségre
vonatkoz6 azonossag helytelen hasznalata. Az egyik lehetséges oka ezeknek a hibaknak a fogalom és
tulajdonsagainak torzulasa. Ezekben az esetekben a logaritmusos kifejezések 6sszege vagy kiilonbsége
a kifejezések szorzatava vagy hanyadosava irddtak at.
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4.c Abra. Eltorzult kiilénbségre vonatkoz6 azonossag

A masik lehetséges ok a fogalom korabbi sémak kozé vald beillesztésének torzuldsa. Kettd jol
elkiiloniilé hiba keriilt ebbe kategéridba. Az egyiket az azonossdg olyan irdnyt hasznalataban
tapasztaltuk, amikor a két logaritmusos kifejezésbdl egy kifejezéssé irodik at a feladat. Ekkor az
argumentumok kozott elvégzendé miivelet ugyanaz maradt, mint a kifejezések kozotti. A 4.c abran
egy tipikusan hibas megoldas lathato.

A masikban a logaritmus hibéds beépiilését latjuk a miveletek sorrendje sémaba. A logaritmus
azonossag elvégzése elsObbséget élvez az 1/3 szorzdtényezdvel szemben. Ez a hibatipus csak a 4.d
abrén lathaté médon fordult el6 a vizsgalatunkban.
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4.d abra. Eltorzult tétel hasznadlat a miiveleti sorrend
helytelen értelmezésével

A tétellel kapcsolatos hibak masodik hibacsoportja a kitevére vonatkozo azonossag helytelen
hasznalata. A hibak forrasa a fogalom kordbbi sémak kdzé val6 beillesztésének torzulasa vagy
szamunkra beazonosithatatlan ok volt. Példaul az elsé hibaforrashoz kodoltuk az

1 1

~logs25 =logs (3+25) N e

;1093 93 \3 hibat, ahol a logaritmikus kifejezés szorzotényezéje az argumentum
szorzotényezGOje lesz az azonossag hasznalata kdzben. Ebbe a kategdriaba tartozd hiba mind ilyen

1

alakban fordult el6. A masodik ehhez a forrashoz tartozd 2 logs25 = |/log325

hiba esetében a

1 27 27 (1\°
. (o el A a2 2 len - Z*logs —=logs _*(—) .
gyokvonas séma tulaltalanositasat véltik felfedezni. Az 3 125 125 A3/ /hiba, ahol
a logaritmus szorzotényezOje az argumentum szorzOtényezéje lesz a logaritmus alapja
hatvanykitevovel szamunkra eldonthetetlen okbol keletkezett.

7. Technikai hiba

Ebben a kategdriaban az els6 hibacsoport a szamolasi hibak nevet kapta.

A szamolasi hibak esetében az egyik hibaforras a korabbi hibas sémak lehet. Azokat a hibakat
kodoltuk ide, melyek esetében nem talaltunk kapcsolatot a logaritmus fogalmaval és tulajdonsagaival,

13
csak az alapmiiveletekkel kapcsolatos torzulasok a hiba okai. Példaul 2 * -1 =1 vagy 3 39
ilyen forrasd hiba.

A masik hibaforrds a beazonosithatatlan ok volt. Ezekben az esetekben vagy nem egyértelmii vagy
nem beazonosithato a forras.

A masodik hibacsoport a zardjeles hibak. Ezen hibak forrdsa a korabbi hibas séméaknél, a nyelvi
formalizmus torzulasaban keresendé. Tipikus példa a hiba analizisiinkben a 5.a abran lathato.

A
Log ¢ ijir 2
122

5.a bra. Zarojeles hiba

A harmadik hibacsoport az egyéb hibékat tartalmazza. Forrasa a fogalom korabbi sémak kozé vald
beillesztésének torzulasa, vagy beazonositatlan ok. Az 5.b &bran erre latunk példat.
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5.b abra. A fogalom korébbi sémak kozé vald beillesztésének torzuldsa
miatti egyéb technikai hiba
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8. Osszegzés, kovetkeztetések

A dolgozatban megprébaltuk jellemezni a logaritmussal kapcsolatos félreértések, félreértelmezések
manifesztacidit, a feladatmegoldads soran megjelend hibakat. Vizsgalatunk soran kétdimenzids
kategorizalassal osztalyoztuk a hibak tipusait és okait. A hibak tipusai szerint 4 nagy kategoriat
taldltunk a Movshovitz-Hadar-féle 6 kategoriajabdl (Movshovitz-Hadar és mtsai, 1987). Ezek a
helyteleniil hasznalt adatok, az értelmezésbdl eredd hibak, a helytelen definicio- vagy tételhasznalat és
a technikai hibak. Masik dimenzioként a hibak oka/forrdsa szerint a fogalom és tulajdonsagainak
torzulasa, a fogalom korabbi sémak kdzé vald beillesztésének a torzulasa, a kordbbi hibas sémak és a
nem beazonosithatd okok kategdridkat azonositottuk. Sikerult feltarnunk néhany korédbban nem

Ve

T

cikkekben (de Gracia, 2016; Hoon és mtsai, 2010) is talalkoztunk. Mivel itt az okok mogottes
vizsgalata elmaradt, ezért nehéz rekonstrualni az alkalmazott modszert a megadott leiras alapjan.

Az elemzett hibak mellett talaltunk néhany érdekes stratégiat is, amelyet a didkok alkalmaztak, példaul
a becslést és az interpolaciot. A dolgozatnak nem volt célja az alkalmazott megoldasi stratégiak
elemzése, de késObbi vizsgalat soran érdemes lenne ezeket is részletesebben megvizsgalni.

A csoportositas soran vilagossa valt, hogy a hibak tipusba sorolasa énmagaban nem vezet eredményre
a mogottes hibaokok feltarasa nélkiil. Ezzel lehetévé valt a korabban szerteagazd hibakategoriak
osztalyozasa. Ezen tapasztalatok alapjan érdemes a hasonlo vizsgalatok soran tobbdimenzids
kategorizalast alkalmazni, ami sok esetben segitheti az egyértelmiibb kategoéridk megtalalasat.
Erdemes a dimenzidkat ugy meghatarozni, hogy a matematikai témakhoz kapcsol6dé szempontok
mellett a didaktikai szempontokat is figyelembe tudjuk venni, példaul ide sorolhaték a mogottes
kognitiv struktarak vagy a hasznalt problémamegoldési stratégiak.

Tanarként dolgozva a hibaanalizis egy jo lehet0ség arra nézve, hogy jobban megértsiik a didkjaink
gondolkodasat. Egyrészt kidertl, melyek a kritikus pontok a logaritmus fogalméanak megeértésében, igy
a tanitasi gyakorlatunk megfelelé valtoztatasara ad lehetdséget. A vizsgalatunkbdl jol lathatd, hogy
hibak forrasa sok esetben a logaritmus fogalménak hibas beépilése a kordbbi sémak kozé. Ez azt
jelenti, hogy kulénos figyelmet javasolt forditani a logaritmus és a korabbi algebrai struktirak
Osszekapcsolasara (logaritmus azonossagok, miveleti sorrend, fliggvény fogalma). Mivel a legtobb
hiba a fogalom korabbi sémak kdzé vald beillesztének torzulasa miatt sziletett, ezért fontos lenne ezt a
problémat a tanitds sordn érinteni. Ehhez elsdsorban a kapcsolédd exponencidlis azonossagok
ismétlését és az inverz miiveletek megerdsitését javasoljuk. Mivel a hallgatok egyes szaktargyak soran
taldlkoztak a logaritmus alkalmazésainak hasznalataval (példaul: PH-szdmitas, kamatlabak
meghatarozasa, stb.), ezek is segithetnek a logaritmus fogalmanak a korabbi séméak kozé vald
beillesztésében. A torténeti megjegyzések mellett ezen alkalmazasok vildgossa tehetik a logaritmus
azonossagok bevezetését (példaul: egy befektetés értékének megdupldzodasdhoz sziikséges ido
meghatarozasakor a hatvanyozasra vonatkozd logaritmus azonossdg hasznalata elengedhetetlen a
kapcsolddd egyenlet megoldasahoz). A koréabi hibas sémék esetén gyakran talalkoztunk a szamitasok
hibas formalizmusaval. A logaritmushoz kapcsol6dd Uj tipusu formalizmus bevezetése feltételezi a
korabbi formalizmus készségszintli hasznalatat, valamint hasznalatanak igényét is.

Masrészt a hibaanalizis felhivja a figyelmiinket arra is, hogy didkjainknak meg kell adni a lehet6séget,
hogy tanuljanak a hibaikbol. A hibak lehetdséget adnak a téves elképzelések korrigdlasara.
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